
BAB II

LANDASAN TEORI

2.1 Sekilas Tentang Graf 

Teori graf merupakan pokok bahasan yang sudah tua usianya namun memiliki banyak terapan sampai saat ini. Graf digunakan untuk merepresentasikan objek-objek diskrit dan hubungan antara objek-objek tersebut. Representasi visual graf adalah dengan menyatakan objek sebagai noktah, bulatan atau titik, sedangkan hubungan antara objek dinyatakan dengan garis. Peta yang kita kenal selama ini sebagai representasi melalui gambar dari suatu daerah yang menyatakan letak tanah, batas-batas, laut, sungai, gunung dan sebagainya sebenarnya adalah sebuah graf. Misalnya peta jaringan jalan raya yang menghubungkan sejumlah kota di pulau Jawa. Dalam sebuah graf, kota dinyatakan dengan noktah, bulatan atau titik sedangkan jalan yang menghubungkannya dinyatakan sebagai garis. Dengan peta tersebut kita dapat mengetahui apakah ada lintasan antara dua buah kota. Selain itu, bila jarak antara dua buah kota yang terhubung langsung diketahui maka kita dapat menentukan rute perjalanan terpendek dari kota A ke kota B.

2.2 Sejarah Graf

Di kota Ködnigsberg (sebelah timur Prussia, Jerman sekarang) yang sekarang bernama kota Kaliningrad terdapat sebuah sungai Pregal yang mengalir mengitari pulau Kneiphof lalu bercabang menjadi dua buah anak sungai. Daratan yang dibelah oleh sungai dihubungkan oleh tujuh buah jembatan (Gambar 2.1.(a)). Sekitar tahun 1736 muncul sebuah permasalahan yang kemudian dikenal sebagai masalah jembatan Königsberg, yaitu apakah mungkin melalui ketujuh buah jembatan itu masing-masing tepat satu kali dan kembali ke tempat semula?. Sebagian penduduk kota sepakat bahwa memang tidak mungkin melalui setiap jembatan itu hanya sekali dan kembali lagi ke tempat asal mula keberangkatan, tetapi mereka tidak bisa menjelaskan mengapa demikian jawabannya, kecuali dengan cara coba-coba. Orang pertama yang berhasil menemukan jawaban masalah itu dengan pembuktian sederhana adalah seorang matematikawan Swiss, L. Euler. Ia merepresentasikan masalah jembatan Königsberg ke dalam graf. Daratan (titik-titik yang dihubungkan oleh jembatan) dinyatakannya dengan titik (noktah) - yang disebut simpul (vertex) - dan jembatan dinyatakan dengan garis - yang disebut sisi (edge). Setiap titik diberi label huruf A, B, G, dan D. Graf yang dibuat Euler diperlihatkan pada Gambar 2.1.(b).
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Jawaban yang dikemukakan oleh Euler adalah orang tidak mungkin melalui ketujuh jembatan masing-masing satu kali dan kembali lagi ke tempat asal keberangkatan jika derajat setiap simpul tidak semuanya genap. Yang dimaksud dengan derajat adalah banyaknya garis yang bersisian dengan noktah. Sebagai contoh, simpul C memiliki derajat 3 karena ada tiga buah garis yang bersisian dengannya, simpul B dan D juga memiliki derajat 3, sedangkan simpul A berderajat 5. Karena tidak semua simpul berderajat genap, maka tidak mungkin dilakukan perjalanan berupa sirkuit (yang dinamakan dengan Sirkuit Euler) pada graf tersebut.

2.3 Definisi Graf

Graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V,E), yang dalam hal ini:

V 
=
himpunan berhingga dan tidak kosong dari simpul-simpul



(vertices atau node)


=
{ v1, v2, … , vn }

dan

E 
= 
himpunan sisi (edges atau arcs) yang menghubungkan sepasang simpul


=
{ e1, e2, … , en }

atau dapat ditulis singkat notasi G = (V E).

Untuk memudahkan identifikasi terhadap simpul-simpul dalam sebuah graf biasanya diberikan nomor untuk masing-masing simpul tersebut. Ada yang menggunakan huruf, seperti v, w, ... , bilangan asli l, 2, ... , atau gabungan keduanya. Sedangkan sisi yang menghubungkan simpul v1 dengan simpul v2, dinyatakan dengan pasangan (v1,v2) atau dengan lambang e2, e2,  …Dengan kata lain, jika e adalah sisi yang menghubungkan simpul v1 dengan simpul v2, maka e dapat ditulis sebagai

e = (v1, v2)

Nomor yang ditambahkan pada setiap simpul dan sisi dapat berupa informasi lain yang berkenaan dengan simpul dan sisi tersebut. Misalnya di dalam graf yang menggambarkan jaringan jalan raya antara kota-kota, bilangan pada setiap sisi merupakan informasi yang menunjukkan jarak antara kedua kota yang dihubungkan oleh sisi tersebut. Ada juga kemungkinan untuk menambahkan angka pada setiap simpul yang menunjukkan jumlah penduduk pada setiap kota. Di dalam sebuah graf yang menggambarkan hasil pertandingan sepakbola, pada setiap sisinya akan diberi label berupa skor dan tanggal pertandingan dari kedua tim yang dihubungkan oleh sisi tersebut.

2.4 Terminologi Graf

Dalam pembahasan mengenai graf akan sering digunakan terminologi (istilah) yang berkaitan dengan graf. Pada bagian ini akan dijelaskan beberapa terminologi graf yang sering dipakai dalam penerapannya untuk pencarian lintasan terpendek.

1) Ketetanggaan (Adjacent)
Dua buah simpul dikatakan bertetangga bila keduanya berhubungan langsung. Secara formal dikatakan: 
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vj bertetangga dengan vk jika 
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 sedemikian sehingga e = (vj,vk)

[image: image12.wmf]·


Pada Gambar 2.2 simpul 1 bertetangga dengan simpul 2 dan 3, tetapi tidak bertetangga dengan simpul 4. Sedangkan simpul 2 bertetangga dengan semua simpul yang lain.

2) Bersisian (Incidency)
Untuk sembarang sisi e = (vj,vk) dikatakan e bersisian dengan simpul vj, atau e bersisian dengan simpul vk. Pada Gambar 2.2 sisi (1,2) bersisian dengan simpul 1 dan 2, sisi (1,3) bersisian dengan simpul 1 dan 3, tetapi sisi (2,3) tidak bersisian dengan simpul 4.

3) Simpul Terpencil (Isolated Vertex)

Simpul terpencil adalah simpul yang tidak mempunyai sisi yang bersisian dengannya. Atau dengan kata lain dapat disebutkan bahwa simpul terpencil adalah simpul yang tidak satupun bertetangga dengan simpul-simpul lainnya. Simpul terpencil ini akan dikesampingkan dalam pencarian lintasan terpendek dengan algoritma Dijkstra yang akan menjadi pokok pembahasan dalam skripsi ini.

4) Graf Kosong (Null Graf atau Empty Graf)
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Definisi graf menyatakan bahwa V tidak boleh kosong, sedangkan E boleh kosong. Jadi, sebuah graf dimungkinkan tidak mempunyai sisi satu buah pun, tetapi simpulnya harus ada, minimal satu. Graf yang himpunan sisinya merupakan himpunan kosong disebut graf kosong (null graf atau empty graf) dan ditulis dengan Nn, yang dalam hal ini n adalah jumlah simpul.
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5) Derajat (Degree)
Derajat suatu simpul adalah jumlah sisi yang bersisian dengan simpul tersebut. Notasi: d(v). Pada gambar 2.2, d(1) = d(4)  = 2, sedangkan d(2) = d(3) = 3.

6) Lintasan (Path)
Lintasan dari simpul vj ke vk dalam G adalah rangkaian simpul vj, vi1, vi2, … , vim, vk sehingga (vj, vi1), (vi1, vi2), … , (vim, vk) adalah sisi dalam graf G. Pada gambar 2.2, lintasan 1, 2, 3, 4 adalah lintasan dengan barisan sisi (1,2), (2,3) dan (2,4). Pada pengembangan selanjutnya, penulisan lintasan juga menyebutkan nama sisi. Untuk lintasan 1, 2, 3, 4 ditulis menjadi 1, e1, 2, e2, 3, e3, 4, e4.

7) Terhubung (Connected)
Dua buah simpul vj ke vk dikatakan terhubung jika terdapat lintasan dari simpul vj ke simpul vk. 

8) Graf Berbobot (Weighted Graph)
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Graf berbobot adalah graf yang setiap sisinya diberi sebuah harga (bobot). Bobot pada setiap sisi dapat menyatakan jarak antara dua buah kota, biaya perjalanan antara dua buah kota, waktu tempuh pesan (message) dari sebuah simpul komunikasi ke simpul komunikasi lain (dalam jaringan komputer), ongkos produksi, dan sebagainya. Gambar 2.4 adalah sebuah graf berbobot.

2.5 Representasi Graf

Pada bagian sebelumnya telah dijelaskan bahwa pemrosesan graf (dalam hal ini adalah graf berbobot) akan menggunakan program komputer. Dengan demikian graf harus direpresentasikan ke dalam memori. Metode yang dipakai dalam representasi graf akan sangat berpengaruh terhadap kinerja komputer. Beberapa metode representasi yang sering digunakan adalah matriks ketetanggaan, matriks bersisian, dan senarai ketetanggaan.

1) Matriks Ketetanggaan (Adjacency Matrix)

Matriks ini menyatakan ketetanggaan simpul-simpul dalam graf. Misalkan G = (V,E) adalah graf dengan n simpul, n 
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 l. Matriks ketetanggaan G adalah matriks bujursangkar n x n. Bila matriks tersebut dinamakan A = [aij], maka

[image: image23.png] 1, jika simpul i dan j bertetangga

aij = 

 0, jika simpul i dan j tidak bertetangga.

Karena hanya berisi 0 dan 1, maka ada juga yang menyebut matriks ketetanggaan sebagai matriks nol-satu (zero-one). Selain dengan angka 0 dan 1, elemen matriks dapat juga dinyatakan dengan nilai true (menyatakan 1) dan false (menyatakan 0). Untuk graf berbobot, aij menyatakan bobot tiap sisi yang menghubungkan simpul i dan j.
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Tanda “∞” menyatakan bahwa tidak ada sisi dari simpul i ke simpul j atau dari simpul i ke simpul i itu sendiri, sehingga dapat diberi nilai tak berhingga. Matriks ketetanggaan untuk graf sederhana dan tidak berarah selalu simetri. Selain itu, diagonal utamanya selalu 
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, -1 atau 0 karena tidak sisi gelang. Jumlah matriks ketetanggaan untuk graf dengan n simpul adalah n2. Jika tiap elemen membutuhkan ruang memori sebesar p, maka ruang memori yang dibutuhkan seluruhnya adalah pn2. Pada matriks ketetanggaan untuk graf tak-berarah sederhana simetri, kita cukup menyimpan elemen segitiga atas saja, karena matriksnya simetri, sehingga ruang memori yang dibutuhkan dapat dihemat menjadi pn2/2. 
2) Matriks Bersisian (Incidency Matrix)
Bentuk representasi matriks bersisian ini hampir sama dengan matriks ketetanggaan. Namun matriks bersisian menyatakan kebersisian simpul dengan sisi dalam graf. Misalkan G = (V,E) adalah graf dengan n simpul dan m sisi. Matriks bersisian G adalah matriks bujursangkar n x m. Baris menunjukkan label simpul, sedangkan kolom menunjukkan label sisi-sisinya. Bila matriks tersebut dinamakan A = [aij], maka

1, jika simpul i bersisian dengan sisi j 
aij = 

 0, jika simpul i tidak bersisian dengan sisi j 
	
	e1
	e2
	e3
	e4
	e5

	1
	1
	0
	1
	0
	0

	2
	1
	1
	0
	0
	1

	3
	0
	1
	1
	1
	0

	4
	0
	0
	0
	1
	1



3) Senarai Ketetanggaan (Adjacency List) 
Kelemahan matriks ketetanggaan adalah bila graf memiliki jumlah sisi relatif sedikit, karena matriksnya bersifat jarang (sparse), yaitu mengandung banyak elemen 0 (nol), sedangkan elemen yang bukan 0 sedikit. Ditinjau dari teknis implementasi, kebutuhan ruang memorinya boros karena komputer menyimpan elemen 0 yang tidak perlu. Senarai berantai merupakan representasi graf yang mampu mengatasi masalah tersebut. Berikut adalah tabel senarai ketetanggaan graf berbobot pada Gambar 2.4.

Tabel 2.1  Tabel senarai ketetanggaan 

  dari graf berbobot pada gambar 2.4

	Simpul
	Simpul

Tetangga

	1
	2, 3

	2
	1, 3, 4

	3
	1, 2, 4

	4
	2, 3


2.6 Lintasan Terpendek (Shortest Path) Dengan Algoritma Dijkstra

Persoalan mencari lintasan terpendek dalam graf selalu mengacu pada graf berbobot (weighted graph) tak-berarah dengan asumsi bahwa semua sisi selalu berbobot positif. Simpul pada graf akan mewakili nama kota, sedangkan sisi-sisinya mewakili jarak dalam kilometer. Istilah lintasan selanjutnya disebut juga sebagai rute.

Misalkan sebuah graf berbobot tak-berarah dengan n buah simpul dinyatakan dengan matriks ketetanggaan M = [mij], yang dalam hal ini,

mij = bobot sisi (i,j) ; (mij = mji)

mij = 0 

mij = ∞ , jika tidak ada sisi dari simpul i ke simpul j.

Selain matriks M, algoritma Dijkstra juga menggunakan larik S = [si] yang dalam hal ini, 

si = 1, jika simpul i termasuk dalam lintasan terpendek,

si = 0, jika simpul i tidak termasuk dalam lintasan terpendek,

dan larik D = [di] yang dalam hal ini di adalah panjang lintasan dari simpul awal s ke simpul i. 

Tabel 2.2   Tabel iterasi algoritma Dijkstra

	Langkah 0 (inisialisasi)
	Inisialisasi si = 0 dan di = mij untuk i = 1, 2, ... , n

	Langkah 1
	· isi si dengan 1 (karena simpul a adalah simpul asal lintasan terpendek, jadi sudah pasti terpilih

· isi di dengan ∞ (tidak ada lintasan dari simpul a ke a)

	Langkah 2, 3, … , n-1
	· cari j sedemikian sehingga sj = 0 dan 

dj = min{dj, d2, … , dn}
· isi sj dengan 1

· perbarui di untuk i
= 1, 2, … , n dengan di (baru)


= min{ di (lama), dj + dji}


2.7 Contoh Permasalahan

Beberapa kota di bagian timur pulau Jawa yang akan dijadikan contoh penerapan algoritma Dijkstra untuk mencari lintasan terpendek adalah:

	(1) Gempol

(2) Pasuruan

(3) Purwosari

(4) Malang

(5) Kepanjen

(6) Turen

(7) Probolinggo
	(8) Klakah

(9) Sukodono

(10) Lumajang

(11) Nyeroan

(12) Rambipuji

(13) Jember

(14) Buduan
	(15) Bondowoso

(16) Sumbersari

(17) Sumberjati

(18) Situbondo

(19) Genteng

(20) Rogojampi

(21) Banyuwangi
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Dari graf yang ditampilkan pada gambar 2.7.(b) akan dicari rute terpendek dari Probolinggo (7) ke semua kota lainnya. Sebagai langkah awal, graf tersebut harus direpresentasikan dengan matriks ketanggaan M segitiga seperti gambar 2.8. 

	
	
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	

	1
	
	27
	24
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	

	2
	
	
	19
	∞
	∞
	∞
	33
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	

	3
	
	
	
	24
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	

	4
	
	
	
	
	18
	23
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	

	5
	
	
	
	
	
	16
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	

	6
	
	
	
	
	
	
	∞
	∞
	∞
	94
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	

	7
	
	
	
	
	
	
	
	30
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	72
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	

	8
	
	
	
	
	
	
	
	
	14
	
	22
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	

	9
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	5
	32
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	

	10
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	∞
	64
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	

	11
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	23
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	

	12
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	11
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	

	13
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	∞
	∞
	33
	20
	∞
	∞
	∞
	∞
	

	14
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	28
	∞
	∞
	31
	∞
	∞
	∞
	

	15
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	33
	∞
	34
	∞
	∞
	∞
	

	16
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	30
	∞
	∞
	∞
	∞
	

	17
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	∞
	40
	∞
	∞
	

	18
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	∞
	∞
	85
	

	19
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	23
	∞
	

	20
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	22
	



Sedangkan untuk nilai awal larik S dan larik D didefinisikan pada tabel 2.3 berikut ini.

Tabel 2.3  Tabel nilai awal larik S dan larik D

	i
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21

	S[i]
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	D[i]
	0
	33
	0
	0
	0
	0
	0
	30
	0
	0
	0
	0
	0
	72
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0


Hasil perhitungan rute terpendek dengan aloritma Dijkstra dari kota asal Probolingo (7) ke setiap kota lainnya ditabulasikan dalam tabel 2.4.

Jumlah seluruh iterasi hanya 20 (atau n-1). Namun jarak dari Probolinggo (7) ke 1 Banyuwangi (21) sudah benar karena satu-satunya nilai S, yang nol adalah s21 sehingga nilai d21 sudah otomatis menjadi jarak terpendek dari Probolinggo ke Banyuwangi. Rutenya bisa didefinisikan dari rute terakhir dilanjutkan ke Banyuwangi. 

Tabel 2.5  Data rute terpendek dari kota asal Probolinggo ke semua kota lainnya.

	No
	Kota Tujuan
	Rute
	Jarak

( Km )

	1
	Klakah (8)
	Probolinggo (7) – Klakah (8)
	30

	2
	Pasuruan (2)
	Probolinggo (7) – Pasuruan (2)
	33

	3
	Sukodono (9)
	Probolinggo (7) – Klakah (8) – Sukodono (9)
	44

	4
	Lumajang (10)
	Probolinggo (7) – Klakah (8) – Sukodono (9) 

– Lumajang (10)
	49

	5
	Nyeroan (11)
	Probolinggo (7) – Klakah (8) - Nyeroan (11)
	52

	6
	Purwosari (3)
	Probolinggo (7) – Pasuruan (2) - Purwosari (3)
	52

	7
	Gempol (1)
	Probolinggo (7) – Pasuruan (2) - Gempol (1)
	60

	8
	Buduan (14)
	Probolinggo (7) – Buduan (14)
	72

	9
	Rambipuji (12)
	Probolinggo (7) – Klakah (8) - Nyeroan (11) 

–Rambipuji (12)
	75

	10
	Malang (4)
	Probolinggo (7) – Pasuruan (2) - Purwosari (3) 

- Malang (4)
	76

	11
	Jember (13)
	Probolinggo (7) – Klakah (8) - Nyeroan (11) 

– Rambipuji (12) – Jember (13)
	86

	12
	Kepanjen (5)
	Probolinggo (7) – Pasuruan (2) - Purwosari (3) - Malang (4) - Kepanjen (5)
	94

	13
	Turen (6)
	Probolinggo (7) – Pasuruan (2) - Purwosari (3) - Malang (4) - Kepanjen (5) – Turen (6)
	99

	14
	Bondowoso (15)
	Probolinggo (7) – Buduan (14) - Bondowoso (15)
	100

	15
	Situbondo (18)
	Probolinggo (7) – Buduan (14) - Situbondo (18)
	103

	16
	Sumberjati (17)
	Probolinggo (7) – Klakah (8) - Nyeroan (11) – Rambipuji (12) – Jember (13) - Sumberjati (17)
	106

	17
	Sumbersari (16)
	Probolinggo (7) – Klakah (8) - Nyeroan (11) – Rambipuji (12) – Jember (13) - Sumbersari (16)
	119

	18
	Genteng (19)
	Probolinggo (7) – Klakah (8) - Nyeroan (11) – Rambipuji (12) – Jember (13) - Sumberjati (17)

– Genteng (19)
	146

	19
	Rogojampi (20)
	Probolinggo (7) – Klakah (8) - Nyeroan (11) – Rambipuji (12) – Jember (13) - Sumberjati (17)

– Genteng (19) – Rogojampi (20)
	169


Jika permasalahannya diubah menjadi pencarian rute terpendek dari satu kota asal ke satu kota tujuan tertentu, maka iterasi akan dihentikan pada saat kota tujuan menjadi kota yang terpilih. Pada iterasi tersebut, rute terpendek dan jaraknya secara otomatis akan diketahui. Misalnya, rute terpendek dari Probolinggo (7) ke Malang (4) diperoleh pada iterasi ke-11.

Matriks ketetanggaan di atas juga dapat digunakan untuk mencari rute terpendek lainnya selama tidak ada modifikasi simpul dan sisi dalam graf tersebut. Jika ada modifikasi, maka matriks ketetanggaan harus didefinisikan kembali sebelum memulai iterasi. Penyebab terjadinya modifikasi simpul dan sisi dalam graf adalah :

1)
ada satu/beberapa kota dan jalan yang tidak ingin dilewati dalam rute perjalanan terpendek,

2)
ada penambahan satu/beberapa kota dan jalan, dan

3)
ada pengurangan satu/beberapa kota dan jalan.

Gambar 2.1.(a)  Jembatan Königsberg





Gambar 2.1.(b)  Graf yang merepresentasikan 


              jembatan Königsberg





4





3





2





1





4





3





2





1





e4





Gambar 2.2  Sebuah graf dengan 4 simpul dan 5 sisi
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Gambar 2.3  Graf kosong
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Gambar 2.4  Graf berbobot
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Gambar 2.7.(a)  Peta pulau Jawa bagian timur





Gambar 2.6  Matriks bersisian untuk graf berbobot pada gambar 2.4





Gambar 2.5  Matriks ketetanggaan untuk graf berbobot pada gambar 2.4
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Gambar 2.7.(b)  Graf yang merepresentasikan beberapa kota di bagian timur pulau Jawa
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Gambar 2.8 Matriks ketetanggaan segitiga atas yang dibentuk dari graf pada gambar 2.7.(b)
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